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Capítulo 1 
 
 
Resumen y Objetivos 
 
 
1.1. Objetivos 
 
El objetivo de este  proyecto es el estudio del comportamiento electromagnético de 
estructuras de cristal fotónico basadas en la combinación de esferas dieléctricas de 
distinto índice de refracción. La variación de parámetros como el factor de 
compactación de las esferas o su índice de refracción, permiten obtener diferentes 
espectros con nuevas frecuencias de resonancia, hecho que puede ser muy útil para 
futuras aplicaciones en el rango óptico y de microondas.  
 
En este proyecto se realiza un análisis teórico y experimental de los espectros de 
transmisión de redes híbridas compuestas por dos monocapas de esferas de distinto 
índice de refracción para distintos factores de compactación, ambas redes tienen 
geometría triangular.   
 
El estudio se ha realizado para redes compuestas por esferas de bajo y alto índice de 
refracción, donde a partir de las frecuencias de resonancia presentes en los espectros 
de transmisión, y la distribución del campo eléctrico dentro de las esferas obtenida 
mediante cálculos numéricos, se ha estudiado la posible interacción entre los dos 
materiales dieléctricos que componen la monocapa.  
 
Las variables seleccionadas han sido las siguientes: 
 
-    El período de red o separación entre centros de las esferas (Λ1, Λ2). 
 
- Geometría de la red cristalina (triangular). 
 
- Permitividad dieléctrica de las esferas (ε1, ε2). 
 
 
1.2. Resumen  
 
La memoria de este proyecto consta de los siguientes capítulos: 
 
●  En el capítulo 2 se hace una introducción sobre qué son los cristales fotónicos,         
como ha sido su evolución a lo largo de la historia y tipos de PC’s que podemos 
encontrar. Se presentan las ecuaciones de Maxwell para el caso de estructuras 
dieléctricas periódicas y el modelo físico asociado a las esferas utilizadas como 
dispersores individuales, la dispersión Mie. Este último es fundamental en el 
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estudio del comportamiento electromagnético de las monocapas de esferas 
dieléctricas que nos lleva este proyecto, ya que la teoría Mie permite estudiar el 
comportamiento de estructuras periódicas de esferas a partir de su 
comportamiento individual.   
 
● En el capítulo 3 se describen todos los procesos y herramientas utilizadas tanto 
en la parte experimental como en la parte de simulación y análisis. También se 
describe el equipamiento de microondas utilizado (analizador de redes, antenas, 
soporte de medida…) y como se han diseñado las monocapas de esferas que 
componen las redes híbridas.  
 
● A lo largo del capítulo 4 se realiza un estudio mediante cálculos numéricos del 
comportamiento espectral de una red compuesta por esferas de distinta 
permitividad dieléctrica. Para ello se utiliza como herramienta de simulación el 
paquete CST Microwave Studio (MWS).  
Tras los cálculos numéricos, en el capítulo 5 se lleva a cabo el correspondiente 
estudio experimental. Como en el laboratorio no se disponen de todas las 
esferas estudiadas en el capítulo 4, se calculan numéricamente algunos de los 
espectros de transmisión de las redes medidas con el analizador. A partir de los 
resultados obtenidos y con el fin de poder extraer conclusiones de los resultados 
tanto numéricos como experimentales, es necesario recalcular de nuevo algunos 
de los resultados numéricos del capítulo 4 teniendo en cuenta el efecto 
dispersivo de los materiales dieléctricos así como el efecto de estructura finita. 
 
● En el capítulo 4 se presentan los espectros de transmisión de una red 
híbrida  compuesta por dos monocapas de esferas de permitividad ε1 y ε2   
variables, para distintos factores de compactación. 
 Con el fin de ver cuál es el origen de los picos presentes en los espectros, 
se muestra la distribución del campo eléctrico de una esfera a las 
frecuencias de resonancia de interés. A partir de estos resultados podemos 
concluir como algunos de los picos son originados por una de las dos 
redes individuales que componen la red híbrida, y otros son fruto de la 
combinación de ambas. Para entender mejor el origen de estas 
resonancias, las distribuciones del campo eléctrico se comparan con los 
modos Mie para una esfera aislada. 
 
● En el capítulo 5 se estudian los espectros de transmisión obtenidos 
experimentalmente de redes compuestas por dos monocapas de esferas de 
distinto índice de refracción, para ello se dispone en el laboratorio de 
esferas de teflón (ε=2.2), borosilicato (ε=4.83), y vidrio (ε=7). Con el fin 
de extraer conclusiones mas claras sobre el comportamiento espectral de 
una red híbrida, dichos resultados se comparan con los correspondientes 
cálculos numéricos.  
Tras apreciar ciertas discrepancias entre ambos resultados, es necesario 
recalcular los resultados numéricos teniendo en cuenta el efecto dispersivo 
de los materiales dieléctricos, para ello se obtiene un modelo de la 
permitividad de  las esferas dependiente de la frecuencia y compuesta por 
una parte real y una parte compleja.  
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Otro efecto es el de estructura finita. Los cálculos numéricos se realizan 
teniendo en cuenta que las redes son infinitas, sin embargo, tras el estudio 
experimental vemos que en algunos casos es necesario recalcular dichos 
resultados considerando que las redes son finitas.  
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Capítulo 2 
 
 
Cristales fotónicos y monocapas de esferas 
dieléctricas 
 
 
2.1. Introducción 
 
Los cristales fotónicos (Photonic cristal, PC) son materiales que se caracterizan por 
la variación periódica de su índice de refracción en el espacio a lo largo de varias 
direcciones, este hecho hace que se encuentren numerosas aplicaciones en el rango 
óptico y de microondas. Con estos nuevos materiales se  pretende conseguir un 
control sobre la luz en el rango óptico y de microondas igual al de la electrónica 
sobre los electrones en el rango de los kilohertzios y los megahertzios. 
 
Los cristales fotónicos presentan Estructuras de Bandas Fotónicas (Photonic band 
Estructure, PBS), donde hay estados prohibidos para ciertas energías de los fotones 
en cualquier dirección de propagación k (Photonic Band Gap, PBG). Para entender 
el origen de las estructuras de bandas fotónicas un sistema muy utilizado ha sido el 
formado por esferas dieléctricas debido al carácter resonante que presentan. Cuando 
se hace incidir una onda electromagnética sobre una esfera existen ciertas frecuencias 
a las cuales tiene lugar la absorción de la luz por parte de la esfera, estas frecuencias 
a las cuales no se produce la reemisión de la luz se denominan frecuencias de 
resonancia.   
 
Más adelante se estudiarán  con detalle dos fenómenos muy importantes asociados a 
esferas dieléctricas, son la dispersión  Mie asociado a una esfera aislada y la 
dispersión  de Bragg.  
 
A principios de los años 80, K. Ohtaka y M. Inoue, pusieron la base del estudio de 
los PC. Posteriormente un conjunto de autores japoneses comenzaron a estudiar 
teórica y experimentalmente las propiedades de las monocapas de esferas dieléctricas 
en la región de las ondas milimétricas.  
En el año 1996  K. Ohtaka e Y. Tanable publicaron simultáneamente 4 artículos 
donde se ponían las bases del estudio de las PBS y el comportamiento físico de los 
sistemas en 2D y 3D empleando esferas dieléctricas. Se estudiaron los siguientes 
aspectos: la interacción entre los fotones y los PC constituidos por esferas,  
estableciendo por primera vez la relación del comportamiento de esfera aislada Mie 
al de un PC. El comportamiento y origen de las bandas fotónicas de los sistemas 
bidimensionales y tridimensionales, la respuesta espectral, y el efecto del 
confinamiento óptico como consecuencia de la existencia de bandas de baja 
dispersión.     
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A partir de estos resultados, K. Ohtaka et al. desarrollaron herramientas de cálculo 
para caracterizar las distribuciones de campo, la densidad de estados y el tiempo de 
vida de los modos en los sistemas de monocapas.  Simultáneamente se desarrollaron 
trabajos que estudiaban aplicaciones novedosas de los sistemas bidimensionales de 
esferas para la construcción de cristales fotónicos tridimensionales, la influencia del 
índice de refracción  en la PBS. En el año 2004  Y. Kurokawa et al., estudiaron la 
distribución de la intensidad del campo eléctrico en monocapas de esferas 
dieléctricas, asociando la distribución del campo eléctrico de las esferas de alto 
índice de refracción con las frecuencias de resonancia de los modos Mie para una 
esfera aislada y con la interacción entre las esferas el caso de bajo índice de 
refracción.  
 
Si analizamos las diferencias entre los fotones y los electrones, la luz presenta 
múltiples ventajas respecto del electrón. Puede viajar a través de un material 
dieléctrico a velocidades mucho mayores de lo que el electrón viaja a través de un 
metal. El ancho de banda para las comunicaciones a través de fibra óptica es del 
orden del teraherzio mientra que para los sistemas electrónicos es de algunos cientos 
de kilohertzios o megahertzios. A pesar de estas ventajas, en la actualidad aún 
existen dificultades para el diseño de un componente análogo al transistor 
electrónico. Sin embargo, los cristales fotónicos son la clave para la proliferación de 
los futuros circuitos ópticos. 
 
Tradicionalmente, el tratamiento de los fotones se ha basado principalmente en el 
mecanismo de la reflexión interna. La luz al propagarse a través de un medio 
dieléctrico de alta constante dieléctrica, es reflejada en la interfase con otro 
dieléctrico de baja constante dieléctrica. Esto limita el grado de miniaturización de 
los componentes ópticos porque la interfase debe se lisa con respecto al ancho de 
banda de la luz.  
 
En un semiconductor, la red de átomos genera un potencial periódico para un 
electrón moviéndose a través del material. La geometría de la red y la fuerza del 
campo son tales que debido a la difracción de tipo Bragg desde los átomos, aparece 
una banda de energías prohibidas a través de la cual un electrón no se puede propagar 
en ninguna dirección. En un PC, el potencial periódico es debido a una red de 
cuerpos dieléctricos de tamaño microscópico. Si la diferencia  en las constantes 
dieléctricas es lo suficientemente grande, podrá aparecer difracción Bragg, que 
produce los mismos efectos que en el caso de los electrones para los materiales 
semiconductores. 
 
2.2. Tipos y ejemplos 
 
Como ya se ha definido en el apartado anterior los cristales fotónicos (PC) son 
estructuras dieléctricas cuyo índice de refracción varía periódicamente en una o 
varias direcciones espaciales. En el caso en el que esa variación sea en una dirección 
son cristales fotónicos Unidimensionales (1D), como por ejemplo las películas 
dieléctricas multicapa o las redes de difracción Bragg en fibra óptica, en dos son 
PC’s Bidimensionales (2D), como los PC’s de bloques agujereados o slabs, cilindros 
en aire, fibra óptica monomodo, etc. y finalmente en tres son PC’s tridimensionales 
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(3D), como las esferas dieléctricas y las estructuras basadas en tiras dieléctricas o 
woodpiles. Los diferentes tipos son mostrados en la figura 2.1. 
 
 
Figura 2.1: Tipos de cristales fotónicos en 1D (a), 2D (b) y 3D (c). 
 
En este proyecto se han utilizado como elementos dispersores monocapas de esferas 
dieléctricas, son cristales tridimensionales que son tratados como cristales 
bidimensionales al presentar una modulación finita en la tercera dirección, y ser 
perfectamente periódicos en las otras dos.  
 
 
2.3. La dispersión  
 
Antes de estudiar la dispersión Bragg y la dispersión Mie se va a hacer una pequeña 
introducción de qué es la dispersión. La dispersión es el fenómeno que tiene lugar 
cuando una onda electromagnética encuentra un obstáculo, al incidir la onda sobre el 
material los electrones de las moléculas que lo forman son perturbados 
periódicamente con la misma frecuencia que la onda incidente originándose un 
momento dipolar inducido, el resultado es la emisión de una onda a la misma 
frecuencia que la onda incidente (onda dispersada).  
 
 
Figura 2.2: Dispersión de la luz debido a una onda electromagnética incidente. 
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2.4. Dispersión Bragg en estructuras periódicas 
 
La ley de dispersión o difracción de Bragg fue derivada por los físicos británicos 
William Henry Bragg y su hijo William Lawrence Bragg en 1913 al estudiar la 
difracción de rayos X sobre la superficie de un material cristalino. Permite predecir 
los ángulos en los que cualquier radiación electromagnética es difractada por un 
material con estructura atómica periódica (materiales cristalinos).  
Cuando los rayos X alcanzan un átomo interacciona con sus electrones exteriores, 
estos reemiten la radiación  incidente en diferentes direcciones y con pequeños 
cambios en frecuencia, este fenómeno es conocido como dispersión de Rayleigh. Los 
rayos reemitidos desde átomos cercanos interaccionan entres sí dando lugar a la 
difracción, cuando la diferencia de fase de estos rayos es proporcional a 2л la 
interferencia es constructiva y el ángulo con el que el rayo es difractado se expresa 
con la ley de difracción de Bragg:   
 
θsendλn hkl2=                                             (2.1) 
 
siendo λ la longitud de onda, dhkl la distancia entre los planos de la red cristalina 
nombrados según los índices de Miller, θ es el ángulo entre los rayos incidentes y los 
planos de dispersión y n un número entero positivo. 
Cuando la diferencia de fase es proporcional a л la interferencia es destructiva, los 
fotones de los rayos X no se pueden propagar por el material y se refleja o son 
absorbidos.  
 
Los picos de la difracción de Bragg, en cristales ordinarios, aparecen en la región de 
los rayosX (f>30PHz), puesto que el parámetro de red de del orden del nanómetro.  
Los cristales fotónicos operan en la región de la luz visible (f>700Th), sin embargo, 
ocurre un efecto completamente similar. Debido a la existencia de planos cristalinos 
en la estructura, algunas bandas frecuenciales serán difractadas según la Ley de 
Bragg para la región óptica y de microondas según: 
 
hklhklc θsenεεdλ
2
21 -2=                                        (2.2) 
 
siendo λc la longitud de onda, dhkl la distancia entre los planos de la red cristalina 
según los índices de Miller, ε1 y  ε2 es la permitividad dieléctrica del cristal fotónico 
y el medio respectivamente y θhkl es el ángulo entre la onda incidente y los planos 
determinados por los índices de Miller . 
 
La distancia entre planos con índices de Miller hkl es: 
222 ++
=
lkh
a
dhkl  
 
 
2.5. Teoría de dispersión Mie 
 
Como los elementos dispersores utilizados en este trabajo son esferas, vamos a 
estudiar la dispersión Mie asociada a una esfera dieléctrica, homogénea e isótropa. 
La teoría Mie resuelve la ecuación de onda para los campos eléctricos y magnéticos 
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dentro y fuera de la esfera. A partir de las ecuaciones de Maxwell y de la ecuación de 
Helmholtz la ecuación de onda resultante es: 
 
(2.5)                                                                                    
:comoexpresan  se magnéticoy  eléctrico campo ely  ,  donde
(2.4)                                                   0                                                     
(2.3)                                                    0                                                     
22
22
22
titi )e(,t)()e(,t)(
εµk
)(k)(
)(k)(
ωω
ω
rHrHrErE
rHrH
rErE
==
=
=+∇
=+∇
 
El campo eléctrico y magnético se relaciona  a través de las expresiones: 
 
                    
2.6)(  y                                        EHHE ωεωµ ixix −=∇=∇  
 
Estas expresiones han sido desarrolladas para obtener la expresión del campo 
eléctrico en el interior y en el exterior de la esfera  en función de dos vectores M y N 
que cumplen las propiedades electromagnéticas del campo, estos campos son una 
superposición de modos TE (no hay componente radial del campo eléctrico) y modos 
TM (no hay componente radial del campo magnético) ponderados por unos 
coeficientes que nos dan información de como se dispersa la onda electromagnética 
cuando entra en contacto con la esfera.  
 
Las expresiones de los coeficientes an, bn, cn y dn se muestran a continuación.  
 
Los coeficientes en el interior de la esfera son: 
 
  ]x)(j(x)[δxh](x)x)[xh(j
](x)(x)[xjh](x)(x)[xhj
c  
n
(1)
n
(1)
nn
n
(1)
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(1)
nn
n
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−
′
=
δδ
                             (2.7) 
 
 )
 
 112
11
]x)(xj(x)[-h](x)[xhx(j
]x)((x)[xjh-](x)x)[xh(jd
n
)(
n
)(
nn
n
)(
n
)(
nn
n
′′
′′
= δδδδ
δδδδ
                            (2.8) 
 
 
Y los coeficientes de dispersión: 
 
                       
 ) 112
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siendo  2. 000 r
n
rkx λ
pi
== y   
0n
ne
=δ  el contraste de índices, donde r0 es el radio de 
la esfera, ne y n0 son los índices de refracción de la esfera y del medio 
respectivamente, y  B. apéndice ver Bessel, de esféricas funciones lasson   , 1 )(nn hj  La 
prima indica la derivación respecto del argumento. 
 
Los polos de estos coeficientes dan origen a las resonancias electromagnéticas que 
tienen lugar en la esfera,  vemos que dependerán por tanto del tamaño e índice de 
refracción de la esfera y del  índice de refracción  del medio.  
 
 Las ecuaciones que hay que resolver para determinar las resonancias 
electromagnéticas en cada modo TE o TM son: 
 
los polos del coeficiente an o dn: 
 
)(
]′)([
=)(
]′)([
2
)1(
)1(
)1(
xδjδ
xδxjδ
xh
xxh
n
n
n
n
         Modo TM                           (2.11) 
 
y los polos del coeficiente bn o cn: 
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]′)([
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]′)([ )1(
)1(
)1(
xδj
xδxjδ
xh
xxh
n
n
n
n
         Modo TE                            (2.12) 
 
Debido a que las soluciones de las ecuaciones 2.11 y 2.12, son comunes a los 
coeficientes dentro (cn y dn) y fuera (an y bn) de la esfera, las posiciones en frecuencia 
de las resonancias no dependen de si se evalúa el campo en el interior o en el exterior 
de la esfera. Los coeficientes dependen, para cada frecuencia ω, de la geometría del 
objeto, de su tamaño y del índice de refracción, por lo que el espectro se puede 
considerar como un patrón unívoco que caracteriza al objeto iluminado, en este caso 
la esfera. 
 
 
2.6. Factor de calidad  y tiempo de vida medio de las resonancias 
 
El factor de calidad Q de una resonancia se define como la relación entre la energía 
almacenada y la energía perdida por ciclo, viene dada por la expresión: 
 
dtdW
W
cicloporperdidaenergía
lmacenadaenergíaQ
/   
a 2 0
ω
pi
-
==                              (2.13) 
 
donde ω0 es la frecuencia resonancia expresada en radianes, W  es el promedio 
temporal de la energía almacenada, y (-dW/dt)x1/f0 es la potencia perdida  por ciclo.  
El tiempo de vida medio de un fotón en el modo resonante es Q/ω0 .También Q 
puede considerarse como el número de ciclos que se requieren para que la energía 
almacenada disminuya hasta e-л veces su valor original. La energía electromagnética 
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se acopla a un modo de alto factor de calidad muy despacio y, recíprocamente, 
también escapa de la cavidad de forma relativamente lenta. El valor de Q de un 
resonador se calcula en realidad a través de las pérdidas radiactivas, y por ganancia o 
pérdidas que podemos atribuir a la absorción o emisión de los materiales de la 
cavidad. Es conveniente definir un Q relativo a las pérdidas radiactivas o externas (la 
Q de un resonador sin absorción o emisión), Qout, y el Q  relativo a la pérdida o 
ganancia interna, Qin.  
 
El factor de calidad total de la cavidad resonante es: 
 
               
inout QQQ
111
+=                                                    (2.14) 
 
Salvo que se indique lo contrario, Q se especificará para referirse al factor de calidad 
externo. El campo eléctrico en el interior de la cavidad queda:  
 
  
2
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Cerca de la frecuencia de resonancia la distribución de energía en la cavidad 
resonante,
2)(ωE , es proporcional a:   
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La resonancia posee la forma de una lorentziana.  
 
 
2.7. Comportamiento de una esfera aislada 
 
Tras haber analizado el problema de resolver las funciones de onda vectoriales 
electromagnéticas que satisfacen las condiciones impuestas por una esfera 
dieléctrica, en este apartado analizaremos el caso escalar.  
Como se ha mencionado anteriormente el campo eléctrico E se puede representar en 
función de los vectores de onda esférica M y N que se construyen a partir de las 
funciones escalares radiales Sn(r) y Tn(r), por lo que bastará discutir la función 
potencial de Debye Sn(r) para estudiar desde el punto de vista escalar las  resonancias 
electromagnéticas para una esfera aislada. 
 
Los potenciales radiales de Debye son funciones escalares que satisfacen las 
ecuaciones de segundo orden dadas por: 
 
 0)()1()()( 2222
2
=

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−+ rS
r
nn
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dr
rSd
n
n
                              (2.17) 
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La solución de estas ecuaciones debe obedecer las condiciones iniciales 0)0( =nS  y 
0)( =rTn  para asegurar que el campo eléctrico es finito en el origen. Además dado 
que el índice de refracción es constante para todo r, las ecuaciones (2.17) y (2.18) 
tienen la misma forma, y sus soluciones son las ecuaciones de Ricatti-Bessel. Estas 
ecuaciones definen la analogía entre las ecuaciones de Maxwell  y la ecuación de 
Schrödinger como se describirá  a continuación.  
 
La ecuación (2.17)  la reescribimos como: 
 
0)()1()()( 2202
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=
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n ε                            (2.19) 
donde ).()( 2 rnr =ε  
 
Añadiendo )(20 rSk n  a ambos lados de la ecuación  tenemos: 
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Esta ecuación es similar a  la ecuación radial de Schrödinger: 
 
)()()1()()(
2 22
22
rEr
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nn
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m
h ψψψ =
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que describe la evolución temporal de una partícula masiva no relativista, de masa m, 
energía E y energía potencial V(r). Para nuestro análisis consideraremos el caso de 
un sistema con unidades 1
2
2
=
m
h
.  
 
Si comparamos las ecuaciones (2.20) y (2.21) observamos que se cumple: 
 
                                  )()1)((20 rVrk ↔−− ε               20kE ↔  
 
Existe una importante diferencia entre el caso electromagnético y el mecanocuántico: 
en el primer caso el potencial de dispersión es directamente proporcional a la 
energía, y en el segundo es independiente de ésta. El potencial total o potencial 
efectivo Veff es la suma del potencial de dispersión, V(r) y la contribución 
centrífuga: 
2
2
0
)1()1)(()(
r
nn
rkrVeff
+
+−−= ε                                   (2.22) 
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El número de onda local )(2 rpl  se define con la relación )()(2 rVErp ll −= , para una 
esfera aislada  se escribe como:  
2
2
0
2 )1()()(
r
nn
rkrpl
+
−= ε                                        (2.23) 
 
)(2 rpl es análoga a la energía cinética en la mecánica cuántica. Una región está 
permitida o prohibida dependiendo de si )(2 rpl es positivo o negativo 
respectivamente. 
 
Basándonos en la analogía mecanocuántica-electromagnética, la permitividad 
dieléctrica dentro y fuera de la esfera es:  
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siendo r0 el radio de la esfera.  
 
y el potencial efectivo: 
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siendo k0 el vector de onda y n el orden de la esfera.  
 
Que el potencial sea positivo o negativo dependerá de los valores de  ε,y  k 20  en 
nuestro caso se cumple que: 0.εy   0k 20 >>  En la figura 2.3 se muestra el potencial 
efectivo dentro y fuera de la esfera. La característica principal es que existe un pozo 
de potencial en la región r1<r<r0. Para ciertos valores de energías, las partículas 
quedarán temporalmente atrapadas en el pozo, oscilando hacia delante y hacia atrás 
muchas veces,  antes de hacer efecto túnel para volver fuera del pozo. Estos estados 
cuasi ligados son conocidos como resonancias electromagnéticas.  
 
 
 
Figura 2.3: Potencial efectivo asociado a la esfera dieléctrica con 0y  0)( 20 >> kωε . 
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Las resonancias electromagnéticas solo ocurren para valores de energía que 
satisfacen las condiciones de contorno, la condición que determina los niveles 
discretos de energía de un modo resonante se transforma en el requerimiento de que 
la función de onda exhiba un decaimiento exponencial en la región de la barrera (lo 
que es lo mismo que hablar de ondas evanescentes de la superficie de la esfera 
resonante). Esto justifica que los campos cerca de la superficie del objeto presente 
grandes amplitudes. Si la barrera se extendiera hasta el infinito, la onda decaería 
hasta cero, y el estado cuasi ligado se convertiría en estado ligado.  
 
Una esfera dieléctrica con un ε>1 trabaja en el espacio libre como un potencial 
atractivo para los fotones, que crece a medida que lo hace )(20 ωk .  
 
Como el potencial de Veff  es proporcional a n(n+1) la vinculación es más fuerte para 
las resonancias de mayor orden n, inducida por la alta barrera de potencial que 
experimentan en r=r0. Esto significa que a mayor n mayor tiempo de vida por lo que 
el factor de calidad Q de los modos para un estado ligado se hace mayor. Además, a 
medida que ω se hace mayor, el potencial se hace más atractivo.  Pero la 
característica como estados ligados se hará más difusa cuando la energía del fotón, 
(ω/c)2, vaya más allá del valor n(n+1)/ 20r , altura de la barrera de potencial en la 
frontera de la esferas r=r0. Además a medida que ω2 crece, ε tiende a la unidad, por lo 
que el potencial de la esfera siempre permanecerá observable y finito, satisfaciendo 
el Teorema de Levinson.  
 
El mecanismo de fuga radiactiva que experimentan las resonancias Mie, es la base de 
la formación de las bandas fotónicas de una monocapa de esferas. El concepto 
importante que subyace aquí es el salto de los fotones enlazados de una esfera a otra. 
Un fotón, ligado a la frecuencia de resonancia Mie en una esfera, es transferido a 
otras esferas como consecuencia de que las esferas no están completamente aisladas. 
La fuga de los fotones desde la barrera de esfera es empleado en el proceso de salto a 
las esferas vecinas. En una monocapa, la causa del tiempo de vida finito en una 
esfera aislada se transforma o convierte en el origen del movimiento coherente o 
banda fotónica, la cual está libre del efecto de tiempo de vida de una sola esfera. De 
esta forma, podemos decir que la estructura de bandas de una esfera aislada está 
formada de bandas fuertemente enlazadas (Tight-Biniding Bands). 
 
 
2.8. Modos electromagnéticos de una esfera 
 
En apartados anteriores hemos visto el campo eléctrico de dispersión como un 
conjunto de funciones esféricas vectoriales, las ondas parciales M y N ponderadas 
por los coeficientes an y bn. Esta combinación resulta finalmente en las distribuciones 
espaciales del campo eléctrico dispersado por la partícula esférica. Por norma 
general, la contribución particular de una onda parcial en las inmediaciones de las 
frecuencias de resonancia electromagnética, la hemos denominado como modo. Para 
cada índice n tenemos dos tipos diferentes de modos, uno los modos transversales 
magnéticos (TM) y otro los modos transversales eléctricos (TE). Especial relevancia 
adquieren las distribuciones de campo que presenta la esfera en las inmediaciones de 
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las frecuencias de resonancia electromagnéticas, como consecuencia de que la 
contribución del modo se hace dominante en la relación de dispersión de la esfera.  
 
Por sencillez, evaluaremos las distribuciones de campo eléctrico en un plano 2D, 
considerando el caso del plano xy (θ=π/2).  
 
 
 (a)                                                             (b) 
 
Figura 2.4: Modos del campo eléctrico para las resonancias Mie  del tipo (a) TE11 y 
(b) TM11, en una esfera con constante dieléctrica ε=7 y con onda incidente con 
polarización s. 
 
 
La distribución del campo eléctrico interno correspondiente a los modos TE11 y TM11 
se muestran en la Figura 2.4. El campo eléctrico mostrado en la figura 2.4(a) y 
correspondiente al modo TE11 (onda parcial M011), presenta una distribución marcada 
por intensa concentración del campo eléctrico en la región ecuatorial de la esfera u 
en el exterior. Esta distribución corresponde a un campo eléctrico que gira en el 
interior de la esfera, con un eje de giro dado por el eje y. El campo dentro de la esfera 
se desvanece a lo largo del eje y, como consecuencia del peso de la componente 
angular θ del campo.  
 
Por otro lado, la figura 2.4(b)  muestra la distribución del campo del Modo TM11 
(onda parcial Ne11).  Esta presenta una concentración sustancial del campo en el 
interior de la esfera, de forma que este va disminuyendo a medida que nos alejamos 
en la dirección del eje x. Este hecho es consecuencia de que la componente radial del 
campo se va anulando a medida que nos acercamos al eje x, siendo el campo 
totalmente radial a lo largo de ese eje. 
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Capítulo 3 
 
 
Materiales y métodos  
 
 
En este capítulo se van a explicar los componentes utilizados en la parte 
experimental y en los cálculos numéricos desarrollados en capítulos posteriores. En 
una primera parte se describen los materiales utilizados para la realización de las 
medidas experimentales así como un breve análisis de la precisión y fenomenología 
asociada al proceso de medida, y en una segunda parte se describe el simulador con 
el que se han realizado los cálculos numéricos. 
 
 
3.1. Procedimiento de medida experimental 
 
A lo largo de este capítulo y en posteriores, se deberá tener en cuenta que la medida 
de los espectros de las monocapas de esferas dieléctricas se ha realizado en 
transmisión.  
 
 
3.1.1. Materiales utilizados 
 
A continuación se va a realizar una breve descripción de los materiales empleados a 
lo largo de la parte experimental.  
 
● Analizador vectorial de redes (figura 3.1(a)): 
 
El analizador de redes utilizado es el modelo HP8722ES del fabricante Agilent, 
puede operar en el rango de frecuencias comprendido entre 5 MHz y 40 GHz. La 
calibración se realizó con los siguientes parámetros: 
   
▪ Potencia: -5 dBm 
▪ Número de puntos de representación: 1602 
▪ Ventana de observación: 10 - 30 GHz 
 
● Antenas de bocina rectangulares (figura 3.1(b)): 
 
Los puertos del analizador se conectaron a dos antenas de bocina rectangulares 
modelo 639 del fabricante Narda, ambas antenas pueden emitir y recibir la radiación 
electromagnética en el espacio libre. Las principales características de las antenas 
son: 
 
▪ 55.8x43.9mm de apertura y 88.33mm de longitud  
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  ▪ Operatividad de 12-18 GHz 
▪ Anchura del haz 23º a 18 GHz y 34º a 12 GHz  
▪ Lóbulos laterales de H menores de 20 dB, y de E menores de 13 dB 
 
Aunque las antenas poseen un rango de frecuencia en transmisión entre 12 y 18 GHz 
(ver figura 3.7), este rango se puede extender empleando un método diferencial  
explicado en el apartado 3.1.3.  
 
 
                
Figura 3.1: (a) Analizador vectorial de redes HP8722ES. (b) Antena Narda modelo 
639. 
 
 
● Soporte para las antenas y la monocapa de esferas (figura 3.2): 
 
Para la colocación de todo el conjunto de antenas y de la monocapa de esferas se ha 
utilizado como soporte una estructura metálica. 
 
 
 
 
Figura 3.2: Soporte metálico para la colocación de las antenas y la monocapa de 
esferas. 
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Ambas antenas fueron alineadas en la dirección z con una separación de 300 mm 
aproximadamente. En el espacio intermedio se colocaron las muestras a medir, a 
unos 150 mm de cada antena, perpendiculares al eje de la antena (ver figura 3.3). 
 
 
 
 
Figura 3.3: Configuración de la medida. 
 
 
● Monocapas de esferas dieléctricas:  
 
Para la construcción de las monocapas de esferas dieléctricas, se describen a           
continuación los tipos de esferas utilizadas (ver figura 3.5), cuál es su tamaño y cuál 
es el valor de su permitividad dieléctrica determinado mediante la comparación 
sistemática de medidas y simulación: 
  
▪ Esferas de teflón de permitividad dieléctrica ε=2.2 (n=1.45) y diámetro 
Φ=12.7 mm. 
 
▪ Esferas de borosilicato de permitividad dieléctrica ε=4.83 (n=2.19) y 
diámetro Φ=8 mm. 
 
▪  Esferas de vidrio (Soda-Lima) de permitividad dieléctrica ε=7 (n=2.65) y 
diámetro Φ=8 mm. 
 
En el capítulo 5 se hará un estudio de la homogeneidad de las esferas, como veremos 
mas adelante, las esferas de vidrio son las que presentan una desviación mayor de su 
diámetro respecto de la media. Tras el estudio podemos concluir que la no 
homogeneidad de las esferas introduce pequeños errores en los resultados 
experimentales.  
 
Las esferas se colocaron por gravedad sobre una superficie de cartón agujereada  con 
la geometría y el período espacial (Λ) considerados en cada una de las redes híbridas. 
Aunque la realización de las plantillas fue muy cuidadosa, no se pudieron evitar 
pequeños errores en la posición de las esferas. Este hecho, aunque leve, debe de 
tenerse en cuenta a la hora de interpretar los resultados.  
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3.1.2. Preparación de las muestras 
 
Se construyeron diferentes monocapas basadas en esferas dieléctricas. A 
continuación se detallará brevemente la nomenclatura y convenios utilizados así 
como los detalles de preparación de las muestras.  
 
 
3.1.2.1. Monocapas de esferas dieléctricas 
 
Las monocapas de esferas dieléctricas son un tipo de PC donde la modulación del 
índice de refracción en el eje z está limitada, por lo que nos podemos referir a ella 
como un PC quasi-bidimensional, aunque en sentido estricto es un PC 3D. En este 
proyecto se han fabricado varias configuraciones de monocapas de esferas con 
geometría triangular para distintos valores de la constante de red Λ y distintos 
diámetros Φ. A continuación se detallará la nomenclatura  y el esquema de la red 
híbrida (figura 3.4). 
 
Figura 3.4: Red híbrida compuesta por dos monocapas de esferas  con geometría 
triangular. El color de las esferas está referido al uso de diferentes materiales. 
 
 
La primera monocapa que compone la red híbrida está compuesta por las esferas de 
color azul, estas esferas tienen una permitividad dieléctrica ε1 y un diámetro Φ1, las 
esferas han sido colocadas en una red con geometría triangular, donde Λ es la 
distancia entre centros. 
 
La segunda monocapa que compone la red híbrida está compuesta por las esferas de 
color cian, tienen permitividad dieléctrica ε2 y un diámetro Φ2, como en el caso 
anterior, las esferas han sido colocadas en una red con geometría triangular. La 
combinación de ambas da lugar a una red híbrida compuesta por esferas de distinto 
índice de refracción.  
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3.1.2.2. Redes utilizadas para el cálculo de la permitividad dieléctrica de las 
esferas 
 
En la figura 3.5 se muestran algunas de las redes utilizadas para el cálculo de la 
permitividad dieléctrica de las esferas mediante la comparación sistemática de los 
resultados experimentales y numéricos. Las esferas utilizadas así como las redes que 
se fabricaron para dicho estudio se recogen en la siguiente tabla. 
 
 
Tabla 3.1: Parámetros utilizados para el cálculo de la permitividad dieléctrica 
 
 
 
Figura 3.5: Monocapas de esferas con geometría triangular, a) red de esferas de 
borosilicato con Φ=8mm para Λ=11.357mm, b) red de esferas de teflón con 
Φ=12.7mm para  Λ=15mm, c) red de esferas de vidrio con Φ=8mm y Λ=18mm. 
 
Material Φ
 
(mm) ε Λ (mm) 
Teflón 12.7 2.2 12.7, 13.5, 15,16.6, 18, 21 
Borosilicato 8 4.83 9, 11.357, 12, 13.5, 15, 16.5 
Vidrio 8 7 9, 11.357, 12, 13.5, 15, 16.5 
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3.1.2.3. Redes híbridas 
 
En la figura 3.6 se muestran  parte de las redes utilizadas para la obtención de los 
espectros de transmisión de las redes híbridas. Con el fin de estudiar de forma mas 
clara su comportamiento electromagnético, en primer lugar se han obtenido por 
separado los espectros de transmisión de cada una de las monocapas que componen 
la red híbrida, y posteriormente se han obtenido los espectros de transmisión de la 
red compuesta por ambas.  
 
La figura 3.6(a) corresponde a una monocapa de esferas de teflón colocadas en una 
red con geometría triangular y período espacial Λ1=10.5 mm, la segunda monocapa 
de esferas se muestra en la figura 3.6(b), las esferas son de vidrio colocadas en una  
red con la misma geometría y el mismo  Λ que la anterior. La combinación de ambas 
redes da lugar a la red híbrida mostrada en la figura 3.6(c). 
 
 
Figura 3.6: Monocapas de esferas  con geometría triangular, a) red de esferas de 
teflón de diámetro Φ=12.7mm y Λ=10.5mm, b) red de esferas de vidrio de diámetro 
Φ=8mm y Λ=10.5mm, c) red híbrida compuesta por las redes de las  figuras a) y b). 
 
De la misma forma se fabricaron otras  dos redes híbridas, la primera de ellas 
compuesta por la combinación de dos monocapas de esferas de borosilicato y vidrio 
con período espacial Λ2=16 mm, y la segunda compuestas por la combinación de dos 
monocapas de esferas  también de borosilicato y vidrio con Λ3=20 mm.  
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3.1.3. Método de medida 
 
Como ya se ha mencionado anteriormente es posible extender el máximo ancho de 
banda de trabajo de las antenas empleando una metodología diferencial. Si )(ωrefE es 
el espectro de transmisión sin el cristal fotónico y )(ωsamE  es el espectro de 
transmisión con la muestra, la transmitancia )(wT y la variación de la fase )(ωφ∆  
vendrán dadas por las siguientes expresiones: 
   
2
2
)(
)()(
ω
ω
ref
sam
E
E
wT =                                                   (3.1) 
 
)()()( ωφωφωφ refsam −=∆                                          (3.2) 
 
El analizador del que se dispone en este proyecto obtiene directamente )(ωT  en 
escala lineal o logarítmica (dB), así es posible que el ancho de banda de medida se 
amplíe hasta los 25-28 GHz al no superar la diferencia de magnitud de la potencia 
transmitida de las antenas a 28 GHz, los 20 dB del valor máximo del espectro. Sin 
embargo, en el rango hasta los 30 GHz la superposición de un fondo de ruido no hace 
posible diferenciar con precisión los espectros, aunque sí permite la visualización de 
la línea base de los mismos.    
 
 
Figura 3.7: Espectro de transmisión de la antena Narda 639 en el vacío sin muestra. 
 
Todas las medidas se realizaron en dos configuraciones de polarización diferentes, s 
y p, tal y como se muestra en la figura3.8. Definimos el plano de incidencia como el 
plano formado por el rayo incidente y la normal, es decir, la línea perpendicular a la 
superficie del medio en el punto de incidencia. Así, la componente del campo 
eléctrico paralela al plano de incidencia es denominada p y la componente 
perpendicular es denominada s, ambas componentes se muestran en la figura 3.8.  
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En el caso particular de la antena empleada en las medidas, la polarización del campo 
eléctrico es paralelo al lado corto de la antena (43.9 mm). La mayor parte de las 
medidas se realizaron en ambas polarizaciones, aunque en el caso de las monocapas 
de esferas no se apreciaron significativos cambios en los espectros. 
 
 
Figura 3.8: Esquema de polarización s y p en las medidas experimentales. 
 
 
3.2. Apertura de radiación de las antenas  
 
Para garantizar la realidad de los resultados y evitar cualquier fenómeno asociado al 
método experimental, el área iluminada por haz de la antena se determinó  
empíricamente. Para obtener la máxima apertura de la antena sobre la muestra a una 
distancia de 150 mm, se construyó una monocapa cuadrada regular de constante de 
red Λ=7 mm. 
 
Inicialmente una columna de suficiente longitud y simétrica a la antena fue rellenada 
con esferas de 6 mm de diámetro. A continuación las columnas a ambos lados de la 
columna central fueron progresivamente rellenadas hasta alcanzar el borde de la 
monocapa (ver figura 3.9(a)). Como las aperturas de la antena pueden ser diferentes 
para las direcciones x e y, las medidas fueron realizadas en ambas direcciones. 
 
 
Figura 3.9: (a) Configuración de medida de la apertura de la antena. (b) Potencia 
medida del espectro medido respecto a la distancia, [ref 7]. 
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La potencia media del espectro en función de columnas nos permite determinar el 
área total cubierta por el haz incidente proveniente de la antena (ver Figura 3.9(b)). 
Las regiones ruidosas del espectro (a partir de 25 GHz) no fueron tenidas en cuenta 
para ese cálculo. Vemos como en la primera parte de las curvas es donde el efecto 
lente aparece,  cayendo la curva y alcanzando una región bastante estable a partir de 
R=120 mm para ambas direcciones, [ref 7]. 
 
Vemos de forma estimada como la apertura no supera en el peor de los casos los 12 
cm. Como el soporte posee un tamaño de 25x25 cm, en el plano xy, no hay 
problemas de difracción asociados al uso de una estructura metálica. 
 
 
3.3. Herramientas de simulación y análisis 
 
Las simulaciones se han llevado a cabo con el paquete de simulación CST 
Microwave Studio (MWS), es una herramienta para la simulación rápida y precisa de 
campos electromagnéticos de alta frecuencia. El motor de CST está basado en un 
método de resolución por diferencias finitas en el dominio del tiempo o FDTD 
(Finite- difference Time-Domain). 
 
El método consiste básicamente en la discretización de las ecuaciones de Maxwell en 
forma diferencial, en la región de estudio. La solución se consigue de forma iterativa, 
es decir, una vez obtenido el campo eléctrico para un instante dado, se calcula el 
campo magnético para el siguiente instante y así sucesivamente hasta que el sistema 
converge a una solución correcta. 
 
CST Microwave Studio posee diversos procesadores: 
 
▪ Transiente Solver. 
▪ Frecuency Domain Solver. 
▪ Eigenmode Solver. 
▪ Resonant: Fast S-Parameter Solver. 
▪ Resonant: S-Parameter fields Solver, más conocido como análisis modal. 
 
En este proyecto se ha utilizado el procesador Transient Solver ya que se trata de una 
herramienta flexible que es posible aplicar a la mayoría de problemas 
electromagnéticos. Permite además obtener representaciones de los campos 
eléctricos y magnéticos de los espectros de transmisión.  
 
3.4. Índice de refracción alto y bajo 
 
La utilización de un límite o frontera para poder clarificar cuando el índice de 
refracción de una esfera en una monocapa es alto o bajo, no es algo simple. En este 
proyecto emplearemos los resultados del trabajo del investigador japonés T. Kondo 
en el Physical Review B [ref 5]  para denominar y clasificar el índice de refracción 
de las esferas empleadas. De esta forma, hablaremos de índice de refracción bajo o 
permitividad dieléctrica baja cuando el valor sea menor o esté en torno a 3, por otro 
lado hablaremos de permitividad alta cuando sea mayor de 4. 
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Capítulo 4 
                                                                                                                                                                                           
Distribución del campo eléctrico en redes 
de esferas de distinta permitividad 
dieléctrica variando la compactación  
 
En el siguiente capítulo se va a estudiar la distribución del campo eléctrico de 
monocapas híbridas triangulares variando la compactación de las esferas así como su 
índice de refracción (n), para ello se emplearán redes compuestas por dos tipos de 
esferas de igual diámetro pero distinto índice de refracción. A partir de estas 
distribuciones se estudiará con más detalle el origen de las resonancias presentes en 
los distintos espectros de transmisión. 
 
 
4.1. Introducción 
 
Con el fin de estudiar el efecto que tiene sobre las redes de esferas dieléctricas la 
variación de la compactación y del índice de refracción, se han simulado estructuras 
híbridas compuestas por una red triangular de esferas de baja permitividad dieléctrica 
ε=3 (n=1.73) y otra red triangular compuesta por esferas cuya permitividad 
dieléctrica ha ido variando desde ε=1 hasta ε=9 (∆ε=1). Se ha repetido la misma 
secuencia de simulaciones sustituyendo las esferas de baja permitividad dieléctrica 
por esferas de ε=5 (n=2.24) y ε=7 (n=2.64). Todas las esferas tienen un diámetro de 
Φ1=Φ2=8 mm.  
 
A partir de los espectros de transmisión para cada una de las redes consideras, se ha 
estudiado la distribución del campo eléctrico dentro y fuera de las esferas para las 
frecuencias de resonancia más relevantes. Podremos así estudiar el comportamiento 
de las redes híbridas así como asociar el origen de estos picos a una de las dos redes 
formadas por esferas de distinto índice de refracción o a la interacción entre ambas.   
 
Para la obtención de los espectros de transmisión las simulaciones se han realizado 
para un rango de frecuencias de 10 GHz a 30 GHz, para su representación gráfica 
dichas frecuencias han sido normalizadas al diámetro de las esferas mediante la 
expresión: 
 
λ
Φ
=
Φ
c
f
                                                      (4.1) 
 
donde c es la velocidad de la luz,  f  la frecuencia y λ la longitud de onda. 
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Normalizar la frecuencia en términos del diámetro de la esfera Φ supone normalizar 
las diferentes estructuras al mismo diámetro unidad pero con una constante de red 
distinta 
Λ
Φ
, este parámetro es un indicador del factor de llenado o compactación de 
las  monocapas. 
 
Para la visualización de la distribución del campo eléctrico de las redes formadas por  
monocapas de esferas  se han tenido en cuenta las siguientes consideraciones: 
  
- Las esferas que componen la red híbrida han sido colocadas en redes 
triangulares en el plano xy  como se muestra en la figura 4.1. 
 
- El origen de coordenadas se ha considerado en el centro de una de las 
esferas. 
 
- El campo eléctrico incidente está alineado en la dirección del eje x 
correspondiente a una polarización p paralelo al plano de la onda 
incidente (plano yz). 
 
- El plano de referencia para la distribución de campo eléctrico será 
paralelo al plano xy, donde la altura del plano será de 0.2Φ=1.6mm 
respecto del origen de coordenadas, [ref 6].  
 
 
 
Figura 4.1: Red periódica compuesta por esferas de permitividad dieléctrica ε,  
donde Ф es el diámetro de las esferas y Λ el período espacial. El plano de muestreo 
es representado con la línea discontinua. 
 
Como a lo largo de  este capítulo se va a analizar el origen de los picos presentes en 
los espectros a partir de las distribuciones del campo eléctrico de las monocapas de 
esferas, para poder asociar su origen a los modos Mie se presenta en el apéndice A la 
distribución del campo eléctrico para una esfera aislada de 8 mm de diámetro y 
permitividad dieléctrica ε=3, ε=5 y ε=7.  
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Los espectros de transmisión se han calculado para los parámetros recogidos en la 
tabla 4.1, en ella se muestran de color verde los valores tenidos en cuenta para el 
estudio de la distribución del campo eléctrico. 
 
 
Φ1 (mm) Φ2 (mm) ε1 ε2 Λ1=Λ2 (mm) 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
8 8 3 
9 
16,18,20,22 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
8 8 5 
9 
16,18,20,22 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
8 8 7 
9 
16,18,20,22 
 
Tabla 4.1: Parámetros de las esferas dieléctricas introducidas como dispersores en 
redes híbridas con geometría triangular. 
 
 
4.2. Distribución del campo eléctrico dentro y fuera de las esferas en la red 
compuesta por esferas de ε1=3 y ε2=7 
 
En primer lugar se va a analizar el comportamiento espectral cuando la red híbrida 
está compuesta por esferas de baja permitividad dieléctrica, ε1=3, y alta, ε2=7, para 
distintos factores de compactación. 
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4.2.1. Distribución del campo eléctrico para Λ= 16, 18 mm 
 
En la figura 4.2 se muestra la evolución del espectro de transmisión de una 
monocapa compuesta por esferas de permitividad ε1=3 y esferas de permitividad ε2 
variable cuando el período es Λ=16mm y Λ=18mm, figura 4.2(a) y 4.2(b) 
respectivamente.  
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  (a)                                                               (b) 
Figura 4.2: Espectros de transmisión de redes híbridas compuestas  por esferas de 
diámetro Φ1=8mm y ε1=3 y esferas de diámetro Φ2=8mm cuya permitividad ε2 varía 
desde 1 hasta 9:(a) período espacial Λ=16mm, (b) período espacial Λ=18mm. 
 
De los espectros mostrados en la figura 4.2, se han seleccionado los espectros de 
color verde para el estudio de la distribución del campo eléctrico realizado a 
continuación. 
 
En las figuras 4.3(a) y 4.4(a) se muestran los espectros de transmisión cuando la red 
híbrida está compuesta solamente por esferas de ε1=3 (espectro de color negro), 
solamente por esferas de ε2=7 (espectro de color verde) y por la combinación de 
ambas (espectro de color rojo) cuando el período de red es de Λ=16 mm y de Λ=18 
mm respectivamente. También se muestra la distribución del campo eléctrico para 
algunas de las frecuencias de resonancia de los tres espectros con el fin de poder ver 
con mas claridad el origen de las resonancias de la red híbrida compuesta por esferas 
de distinto índice de refracción. 
 
 Para la correcta interpretación de la gráfica siguiente y sucesivas, se debe de tener en 
cuenta que los puntos de colores presentes en los picos de los espectros de la figura 
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4.3(a), están relacionados con la distribución del campo eléctrico que presentan una 
línea del mismo color. 
 
 
 
 
Figura 4.3: (a) Espectros de transmisión de una red triangular compuesta por 
esferas de permitividad ε1=3 y Λ=16mm (color negro), una red triangular 
compuesta  por esferas de permitividad ε2=7 y Λ=16mm (color verde), y  una red 
híbrida compuesta por ambas redes (color rojo). (b), (c), (d), (e), (f), (g) y (h)   
Distribuciones del campo eléctrico dentro y fuera de las esferas para los picos 
seleccionados mediante puntos de colores en los espectros de la figura 4.3a. 
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Figura 4.4: (a) Espectros de transmisión de una red triangular compuesta por 
esferas de permitividad ε1=3 y Λ=18mm (color negro), una red triangular 
compuesta  por esferas de permitividad ε2=7 y Λ=18mm (color verde), y una red 
híbrida compuesta por ambas redes (color rojo). (b), (c), (d), (e), (f), (g) y (h)   
Distribuciones del campo eléctrico dentro y fuera de las esferas para los picos 
seleccionados mediante puntos de colores en los espectros de la figura 4.4a. 
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Si observamos el espectro de la red híbrida compuesta por esferas de ε1=3 y esferas 
de ε2=7 de la figura 4.3(a), podemos ver como las dos primeras resonancias 
coinciden con los dos primeros picos de la red compuesta solo por esferas de ε2=7, 
hecho que podemos confirmar viendo como la distribución del campo eléctrico en 
ambas redes es muy similar para esas frecuencias. Además la distribución del campo 
eléctrico del primer pico corresponde con  el modo Mie  TE11 para una esfera aislada 
de permitividad 7 (la distribución del campo para los modos Mie se presenta en el 
apéndice A), por otro lado, si comparamos la distribución del campo del segundo 
pico con los modos Mie, vemos que no existe ninguna similitud entre ambos. 
 
El tercer pico de la red híbrida está un poco desplazado en frecuencia respecto a la 
red formada solamente por esferas de ε1=3 y la red formada solamente por esferas de 
ε2=7, viendo la distribución del campo eléctrico se aprecia que no presenta una 
semejanza clara a ninguna de las distribuciones por separado, se trata pues de un 
modo originado por la combinación de esferas de diferente permitividad, es por tanto 
un modo híbrido.   
 
Los espectros correspondientes a la red formada por esferas con un período de red de 
Λ=18 mm se muestran en la figura 4.4(a). Como ha ocurrido en el caso anterior las 
dos primeras resonancias de la red híbrida coinciden en frecuencia con los dos 
primeros picos de la red formada solamente por esferas de ε2=7, hecho que 
comprobamos viendo como presentan la misma distribución del campo eléctrico. 
Además, podemos ver como la primera frecuencia de resonancia es el modo Mie 
TE11 para una esfera aislada de ε=7, no ocurre lo mismo con el segundo pico. 
 
La tercera resonancia coincide en frecuencia con el primer pico para la red formada 
solamente por esferas de ε1=3, con la diferencia de que el pico de la red híbrida es 
más profundo. Si observamos la distribución del campo eléctrico en ambas redes a 
dichas frecuencias, comprobamos como la distribución del campo en las esferas de 
ε1=3 es la misma que para la red compuesta solo por ellas, siendo prácticamente nulo 
en el interior de las esferas de ε2=7. Por lo tanto, podemos decir que el tercer pico de 
la red híbrida ha sido originado por las esferas de ε1=3. 
 
Además observando la intensidad del campo entre las esferas vemos como para una 
separación de Λ=18 mm sigue existiendo una alta interacción entre las esferas debido 
a su proximidad, hecho que ya ocurría con mayor intensidad en el caso anterior 
cuando las esferas estaban en contacto.  
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4.2.2. Distribución del campo eléctrico para Λ= 20, 22 mm 
 
En la figura 4.5 se muestra la secuencia de espectros cuando la red está compuesta 
por esferas de ε1=3 y esferas de permitividad ε2 variable para Λ=20 mm y Λ=22 mm, 
figura 4.5(a) y 4.5(b), respectivamente.  
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                                   (a)                                                              (b) 
  
Figura 4.5: Espectros de transmisión de redes híbridas compuestas por esferas de 
diámetro Φ1=8mm con ε1=3 y esferas de diámetro Φ2=8mm cuya permitividad ε2 
varía desde 1 hasta 9:(a) período espacial Λ=20mm, (b) período espacial Λ= 22mm. 
 
 
De la secuencia de espectros de la figura 4.5, se han seleccionado los espectros de 
color verde para hacer un estudio detallado del comportamiento espectral de la red 
híbrida a partir de la distribución del campo. 
 
En las figuras 4.6(a) y 4.7(a) se muestran los espectros de transmisión cuando la red 
está compuesta por esferas de ε1=3 (espectro de color negro), por esferas de ε2=7 
(espectro de color verde) y por la combinación de ambas (espectro de color rojo) 
cuando el período de red es de Λ=20 mm y Λ=22 mm, respectivamente. También se 
muestra la distribución del campo eléctrico para las frecuencias de resonancia de 
interés indicadas en los propios espectros.  
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Figura 4.6: (a) Espectros de transmisión de una red de esferas de permitividad ε1=3 
y Λ=20mm (color negro), una red de  esferas con  ε2=7 y Λ=20mm (color verde), y 
una red híbrida compuesta por ambas redes (color rojo). (b), (c), (d), (e), (f), (g), (h) 
y (i) distribución del campo para los picos seleccionados en los espectros. 
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Figura 4.7: (a) Espectros de transmisión de una red triangular compuesta por 
esferas de permitividad ε1=3 y Λ=22mm (color negro), una red triangular 
compuesta  por esferas de permitividad ε2=7 y Λ=22mm (color verde), y una red 
híbrida compuesta por ambas redes (color rojo). (b), (c), (d), (e), (f), (g) y (h)   
Distribuciones del campo eléctrico dentro y fuera de las esferas para los picos 
seleccionados mediante puntos de colores en los espectros de la figura 4.7a. 
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A partir del espectro de transmisión de la red híbrida formada por esferas de ε1=3 y 
ε2=7 de la figura 4.6(a), podemos ver como los dos primeros picos coincide en 
frecuencia con los de la red formada solamente por esferas de ε2=7, Si observamos la 
distribución del campo eléctrico a estas frecuencias para ambas redes, vemos que 
presentan la misma distribución, además, el primer pico corresponde con el modo 
Mie TE11.  
 
El tercer pico presente en el espectro coincide en frecuencia con el primer pico de la 
red formada solamente por esferas de ε1=3, ya que ambas redes presentan la misma 
distribución. Además, podemos ver como en la red híbrida la intensidad del campo es 
prácticamente nula en las esferas de ε2=7, por lo cual atribuimos el origen de esta 
frecuencia de resonancia a la influencia de las esferas de ε1=3.  
 
Para ver el origen del cuarto pico presente en el espectro observamos la distribución 
del campo a esa frecuencia. La magnitud de ese campo eléctrico es intensa tanto en 
las esferas de permitividad 3 como en las de 7, por lo que viendo el campo en ambas 
redes por separado se puede concluir que esta resonancia puede haberse originado 
por la interacción entre ambas redes. 
 
El espectro de transmisión para la red formada por esferas de ε1=3 y ε2=7 para una 
separación de Λ=22 mm mostrado en la figura 4.7(a) es muy similar al obtenido para 
Λ=20 mm. Si observamos la distribución de los campos para las tres primeras 
frecuencias de resonancia, observamos nuevamente como los dos primeros picos son 
originados por las esferas de permitividad ε2=7 y el tercer pico por las de ε1=3. Para 
este período de red el campo  entre las esferas es menor ya que conforme 
aumentamos la distancia disminuye la interacción entre ellas.  
 
A partir de los resultados anteriores podemos concluir que al aumentar la separación 
entre las esferas el espectro de la red híbrida es resultado de la superposición de los 
espectros de las redes formadas solamente por esferas de  ε1=3 y de ε2=7. 
 
 
4.3. Distribución del campo eléctrico dentro y fuera de las esferas en la red 
compuesta por esferas de ε1=5 y ε2=7 
 
En el siguiente apartado se van a estudiar los espectros de transmisión de redes 
híbridas compuestas por esferas de distinta permitividad, éstas estarán compuestas 
por esferas de ε1=5 y ε2=7. Nuevamente se presentará la distribución del campo 
eléctrico de aquellos picos que resulten de interés en el estudio del comportamiento 
de este tipo de redes.  
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4.3.1. Distribución del campo eléctrico para Λ= 16, 18 mm 
 
La figura 4.8 muestra la evolución del espectro de transmisión de la monocapa de 
esferas cuando éstas se encuentran muy compactas, Λ=16 mm (figura 4.8(a)), y 
cuando aumenta la separación entre ellas, Λ=18 mm  (figura 4.8(b)).   
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Figura 4.8: Espectros de transmisión de redes híbridas compuestas  por esferas de 
diámetro Φ1=8mm con ε1=5 y esferas de diámetro Φ2=8mm cuya permitividad  ε2 
varía desde 1 hasta 9:(a) período espacial Λ=16mm, (b) período espacial Λ= 18mm. 
 
 
 
En las figuras 4.9(a) y 4.10(a) se muestran los espectros de transmisión cuando la red 
híbrida está compuesta por esferas de ε1=5 (espectro de color negro), por esferas de 
ε2=7 (espectro de color verde) y por la combinación de ambas (espectro de color 
rojo) cuando el período de red es de Λ=16 mm y Λ=18 mm respectivamente. 
También se muestra la distribución del campo eléctrico para las frecuencias de 
resonancia de interés de los tres espectros.  
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Figura 4.9: (a) Espectros de transmisión para una red de esferas de permitividad ε1=5 y 
Λ=16mm (color negro), para una red de  esferas de permitividad ε2=7 y Λ=16mm (color 
verde), y para una red híbrida compuesta por ambas redes (color rojo). (b), (c), (d), (e), (f), 
(g), (h) y (i) distribución del campo para los picos seleccionados en los espectros. 
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Figura 4.10: (a) Espectros de transmisión de una red de esferas de permitividad ε1=5 y 
Λ=16mm (color negro), una red de  esferas de permitividad ε2=7 y Λ=16mm (color verde), y 
una red híbrida compuesta por ambas redes (color rojo). (b), (c), (d), (e), (f), (g), (h) y (i) 
distribución del campo para los picos seleccionados en los espectros. 
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En la figura 4.9(a) se muestra el espectro de la red compuesta por esferas de 
permitividad dieléctrica ε1=5 y ε2=7 y los espectros de las dos redes  
individualmente. A partir de las distribuciones del campo eléctrico de las tres 
primeras frecuencias de resonancia vemos que el primer pico de la red híbrida 
presenta un campo similar al de la red compuesta por esferas de ε2=7. Además, el 
campo entre las esferas es más intenso que en la red compuesta por esferas con el 
mismo período de red Λ=16 mm pero con ε1=3 y ε2=7 estudiada en el apartado 4.2.1. 
Esta mayor interacción puede deberse a la mezcla de esferas de mayor índice de 
refracción.  
 
La distribución del segundo pico es la misma que la correspondiente a la red formada 
solo por esferas de ε2=7. Observando el espectro de la red híbrida vemos que las dos 
primeras resonancias no coinciden en frecuencia con las resonancias de red formada 
por esferas de ε2=7 como ocurría en el apartado anterior, aunque sí mantienen la 
misma distribución del campo.   
 
El tercer pico de la red híbrida coincide en frecuencia con el segundo pico de la red 
formada solamente por esferas de ε1=5, además, las esferas de permitividad ε1=5 
presentan la misma distribución del campo, teniendo en cuenta que el campo es 
intenso tanto en las esferas de ε2=7 como entre las esferas  se puede atribuir el origen 
de esta frecuencia de resonancia  a ambas esferas. 
 
En la figura 4.10(a) se muestran los espectros de transmisión para un período de red  
Λ=18 mm junto con las distribuciones del campo a las frecuencias de resonancia de 
interés. Las dos primeras frecuencias de resonancia de la red híbrida presentan la 
misma distribución del campo que los dos primeros picos de la red de esferas de ε2=7 
aunque no se encuentran localizados a la misma frecuencia. 
 
La tercera frecuencia de resonancia no presenta una distribución del campo similar a 
una de las dos redes individualmente, sí se observa un campo más intenso en las 
esferas de ε2=7, es por lo tanto un modo híbrido. 
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4.3.2. Distribución del campo eléctrico para Λ= 20, 22 mm 
 
Finalmente se va a realizar el estudio de la distribución del campo eléctrico cuando 
las esferas presentan mayor descompactación, en la figura 4.11 podemos ver la 
evolución de los espectros de transmisión cuando Λ=20 mm (figura 4.11(a)) y  Λ=22 
mm (figura 4.11(b)). 
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                                (a)                                                                 (b) 
 
Figura 4.11: Espectros de transmisión de redes híbridas compuestas por esferas de 
diámetro Φ1=8mm con ε1=5 y esferas de diámetro Φ2=8mm cuya permitividad ε2 
varía desde 1 hasta 9:(a) período espacial Λ=20mm, (b) período espacial Λ= 22mm. 
 
 
 
En las figuras 4.12(a) y 4.13(a) se muestran los espectros de transmisión cuando la 
red híbrida está compuesta por esferas de ε1=5 (espectro de color negro), por esferas 
de ε2=7 (espectro de color verde) y por la combinación de ambas (espectro de color 
rojo) cuando el período de red es de Λ=20 mm y Λ=22 mm, respectivamente. 
También se muestra la distribución del campo eléctrico para los picos seleccionados 
en los espectros.  
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Figura 4.12: (a) Espectros de transmisión de una red triangular compuesta por 
esferas de permitividad ε1=5 y Λ=20mm (color negro), una red triangular 
compuesta  por esferas de permitividad ε2=7 y Λ=20mm (color verde), y una red 
híbrida compuesta por ambas redes (color rojo). (b), (c), (d), (e), (f), (g) y (h)   
Distribuciones del campo eléctrico dentro y fuera de las esferas para los picos 
seleccionados mediante puntos de colores en los espectros de la figura 4.12a. 
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Figura 4.13: (a) Espectros de transmisión para una red triangular compuesta por 
esferas de permitividad ε1=5 y Λ=22mm (color negro), para una red triangular 
compuesta  por esferas de permitividad ε2=7 y Λ=22mm (color verde), y para una 
red híbrida compuesta por ambas redes (color rojo). (b), (c), (d), (e), (f), (g) y (h)   
Distribuciones del campo eléctrico dentro y fuera de las esferas para los picos 
seleccionados mediante puntos de colores en los espectros de la figura 4.13a. 
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En la figura 4.12(a) se muestran los espectros de la red híbrida formada por esferas 
de ε1=5 y ε2=7 para Λ=20 mm. A partir de la distribución del campo eléctrico para 
las primeras frecuencias de resonancia de la red híbrida, vemos que los dos primeros 
picos son originados por las esferas de ε2=7 ya que la distribución del campo es 
similar  a la red compuesta solamente por esferas de este material.  Además, como ha 
ocurrido en los casos estudiados previamente la distribución del primer pico 
corresponde con la primera frecuencia de resonancia del modo Mie TE11, no ocurre 
lo mismo con el segundo pico,  cuya distribución no se parece a ningún modo Mie. 
 
El campo del tercer pico no presenta una tendencia clara hacia una de las 
distribuciones de los picos más próximos de las dos redes individualmente. Sin 
embargo, el campo es  intenso en el interior de  las esferas de ε1=5 y entre las esferas, 
lo que hace pensar que este modo sea un modo híbrido.  
 
Finalmente, en la figura 4.13(a) se muestran los espectros de la red híbrida 
compuesta por esferas con un período de red Λ=22 mm. Como ya ha ocurrido en 
casos anteriores las dos primeras resonancias son originadas por las esferas de ε2=7.  
 
Para la cuarta frecuencia de resonancia el campo es muy intenso en ambas esferas y  
no presenta ningún parecido claro a las distribuciones de las dos redes por separado. 
Cabe por ello pensar que es un modo híbrido resultado de la composición de las dos 
redes.  
 
 
4.4. Conclusiones 
 
Tras estudiar la distribución del campo eléctrico de las resonancias presentes en los 
espectros de transmisión obtenidos de las monocapas híbridas triangulares al variar la 
compactación (ver tabla 4.2), se han llegado a las siguientes conclusiones: 
 
Permitividad de las 
esferas de la red híbrida 
ε1 ε2 
Período espacial, Λ, en  mm 
3 7 16 18 20 22 
5 7 16 18 20 22 
 
Tabla 4.2: Valores de la permitividad dieléctrica y período espacial de las esferas 
para el estudio de la distribución del campo en redes híbridas.  
 
Independientemente del valor de la compactación o de la combinación de distintos 
índices de refracción, la primera frecuencia de resonancia es originada siempre por 
las esferas de alto índice de refracción. Además, este pico está claramente ligado al 
modo Mie TE11 de una esfera aislada. Similarmente, la segunda frecuencia de 
resonancia está en todos los casos asociada a las esferas de alto índice de refracción, 
sin embargo, en este caso no corresponde con ningún modo Mie. 
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Cuando la red híbrida está compuesta por esferas de bajo y alto índice, en el caso en 
el que ambas se encuentren muy próximas tiene lugar una mayor interacción y 
originan nuevas frecuencias de resonancia, modos híbridos. Conforme aumentamos 
el período espacial, la red híbrida se comporta como una superposición de las 
respuestas individuales si eliminamos o bien las esferas de ε1=3 o las de ε2=7. En el 
espectro se aprecian picos con la misma distribución que las esferas de alto índice y 
picos con la misma distribución que las esferas de bajo índice. Además, las 
resonancias se mantienen en frecuencia respecto de los espectros de las redes 
individuales. 
 
Por otro lado, cuando la red híbrida está compuesta por esferas de mayor índice, al 
encontrarse muy próximas, el campo es más intenso entre ellas debido a una mayor 
interacción, tal y como ha ocurrido anteriormente aparecen modos híbridos que no 
tienen una semejanza clara a una de las dos redes individualmente. Conforme 
aumenta la separación entre las esferas, el espectro presenta algunos picos originados 
por cada una de las esferas individualmente y otros picos originados por ambas 
esferas. Además, en la red híbrida las frecuencias de resonancia aparecen 
desplazadas en frecuencia respecto a los valores obtenidos en cada una de las redes 
individuales. 
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Capítulo 5 
                                                                                                                                                                                           
Estudio de los resultados experimentales  
  
En el siguiente capítulo se van a presentar los espectros de transmisión obtenidos 
experimentalmente de una monocapa de esferas con geometría triangular. La red está 
compuesta por esferas de distinto índice de refracción para distintos factores de 
compactación. 
Para extraer conclusiones de cuál es el efecto de combinar esferas de distinto índice 
de refracción para distintas compactaciones, se compararán los resultados 
experimentales con sus correspondientes cálculos numéricos para los casos más 
representativos. También se estudiarán cuáles son las posibles causas de las 
diferencias encontradas entre los resultados experimentales y los obtenidos 
numéricamente. 
 
 
5.1. Introducción 
 
Como ya se ha mencionado anteriormente el espectro de transmisión de esferas 
dieléctricas excitado por ondas EM se caracteriza por un conjunto de picos que 
varían en posición y número dependiendo de parámetros como la compactación de 
las esferas, su índice de refracción y la geometría de la red. En este capítulo se va a 
estudiar cuál es el efecto de combinar esferas de distinto índice de refracción a partir 
de los resultados experimentales.  
 
Tras los cálculos numéricos presentados en el capítulo 4, el objetivo inicial de este 
capítulo era obtener experimentalmente los espectros de transmisión para algunas de 
las monocapas de esferas estudiadas. Hasta ahora se había considerado que todas las 
esferas tenían el mismo diámetro, Φ=8 mm, sin embargo, para la realización de las 
medidas experimentales hubo que ajustarse al material disponible en el laboratorio y 
se incluyeron esferas de distinto diámetro. En la tabla 5.1 se muestra un resumen con 
los casos que se consideraron en el laboratorio.  
 
Esferas Φ1 (mm) ε1 Λ1 (mm) Φ2 (mm) ε2 Λ2 (mm) 
Muestra 1 12.7 2.2 (teflón) 21 8 7 (vidrio) 21 
Muestra 2 8 4.83 (borosilicato) 16 8 
7 
(vidrio) 16 
Muestra 3 8 4.83 (borosilicato) 20 8 
7 
(vidrio) 20 
 
Tabla 5.1: Parámetros de las redes utilizadas en la parte experimental. 
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Tras la obtención de los espectros de transmisión de las redes descritas 
anteriormente, se procedió a la comparación de estos resultados con los espectros 
obtenidos mediante cálculos numéricos en el capítulo 4. Debido a la existencia de 
diferencias apreciables entre ambos resultados, se procedió a refinar los cálculos 
numéricos  incluyendo el efecto de los factores que se describen a continuación: 
 
- El primero de ellos es el efecto dispersivo de los materiales. La 
permitividad dieléctrica de las esferas presenta una parte real y una parte 
imaginaria asociada a las pérdidas de energía de las ondas EM en las 
esferas.  
 
- La no uniformidad de las esferas. En los cálculos numéricos se consideran 
esferas con el mismo diámetro, sin embargo, las esferas presentan una 
cierta desviación respecto a este valor.  
 
- Efecto de estructura finita en los cálculos numéricos. 
 
 
5.2. Espectros de transmisión de redes híbridas compuestas por esferas de 
distinta permitividad dieléctrica 
 
A lo largo de este apartado se van a presentar los espectros de transmisión obtenidos 
experimentalmente de monocapas de esferas de distinta permitividad dieléctrica. Con 
el fin de sacar conclusiones mas claras, estos espectros se compararán con sus 
correspondientes cálculos numéricos. El principal  objetivo es ver cuál es el efecto de 
combinar esferas de distinto índice de refracción así como la influencia del grado de 
compactación de las mismas.  
 
 
5.2.1. Espectros de transmisión de redes híbridas compuestas por esferas de 
teflón de diámetro 12.7mm y esferas de vidrio de diámetro 8mm para Λ=21mm   
 
A partir del material disponible en el laboratorio se fabricó, en primer lugar, una red 
híbrida compuesta por una monocapa de esferas de teflón de 12.7 mm de diámetro y 
otra monocapa de esferas de vidrio de 8 mm de diámetro, ambas con geometría 
triangular y Λ=21 mm.  
 
Con la ayuda del analizador de espectros se obtuvieron tres espectros de transmisión, 
el espectro de la red compuesta solamente por esferas de teflón, el de la red 
compuesta solamente por esferas de vidrio y el de la red compuesta por ambas.  
Los resultados obtenidos se muestran en la figura 5.1 (espectros de color negro),  
junto a ellos se incluyen también sus correspondientes cálculos numéricos (espectros 
de color rojo). 
 
Una de las discrepancias encontradas entre los resultados numéricos y medidos es la 
profundidad de los picos, vemos que los picos de los espectros correspondientes a los 
cálculos numéricos son más profundos que los picos de los espectros medidos, esto 
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se debe a que en los cálculos numéricos no se ha tenido en cuenta el efecto de la 
absorción de los materiales y en menor medida el efecto dispersivo de éstos.  
 
A partir de estos resultados, se decidió estudiar la influencia de este efecto en los 
espectros de transmisión modelando la permitividad dieléctrica de los materiales 
empleados en este análisis, teflón, borosilicato y vidrio. 
 
Figura 5.1: Espectros de transmisión calculados y medidos experimentalmente. (a) 
Red de esferas de teflón de diámetro 12.7mm y Λ=21mm. (b) Red de esferas de 
vidrio de diámetro 8mm y Λ=21mm. (c) Red híbrida compuesta por las redes a) y b). 
 
 
5.2.2. Espectros de transmisión de redes híbridas compuestas por esferas de 
borosilicato y esferas de vidrio de diámetro 8mm  para Λ=16 mm y Λ=20 mm 
 
A continuación se presentan los espectros de transmisión calculados y medidos de 
una red triangular compuesta solamente por esferas de borosilicato, una red 
compuesta solamente por esferas de vidrio y una red híbrida compuesta por ambas, 
todos ellos para los períodos de red Λ=16 mm y Λ=20 mm.  
 
Tras observar los espectros mostrados en la figura 5.2, se corrobora la necesidad de 
investigar el efecto dispersivo de los materiales en los espectros. 
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Figura 5.2: Espectros de transmisión calculados y medidos experimentalmente.  
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5.3. Modelos dispersivos de la permitividad dieléctrica de las esferas  
 
Teniendo en cuenta que los materiales con los que se han fabricado las esferas 
(teflón, borosilicato y vidrio) son dispersivos, para obtener los espectros de 
transmisión mediante cálculos numéricos, se han considerado esferas con una 
permitividad dieléctrica compuesta por una parte real y una parte imaginaria 
dependientes de la frecuencia.  
 
La parte imaginaria está relacionada con las pérdidas de energía en el medio, donde 
la tangente de pérdidas es el cociente entre la parte imaginaria y la parte real: 
 
}{
}{ )('
)(''
R
Ι
tan f
f
ε
ε
ε
εδ ==                                                  (5.1) 
 
 
5.3.1. Modelo de las esferas de teflón 
 
Para modelar el comportamiento dispersivo de las esferas de teflón con el paquete de 
simulación CST Microwave Studio (MWS), se introdujo una tangente de pérdidas  
004.0tan =δ a la frecuencia f=10 GHz. 
 
En la figura 5.3 se muestra la parte real e imaginaria de la permitividad dieléctrica en 
función de la frecuencia así como los polinomios que modelan este comportamiento 
a través de las siguientes expresiones: 
 
(5.3)   f.fffε''(f)          
(5.2)       .f.fffε'(f)          
: donde 
                                            ε''(f)jε'(f)ε(f)                                                   
0097,0002100002,0106106
23112004800002,0105104
23648
23648
+×+×−××+××−=
+×−×+××−××=
−=
−−
−−
 
 
Figura 5.3: Modelo de la permitividad dieléctrica ε(f)= ε'(f)-jε''(f) de las esferas de 
teflón . 
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La figura 5.4 muestra los espectros de transmisión de una monocapa de esferas de 
teflón de 12.7 mm de diámetro con geometría triangular para distintos factores de 
compactación, se muestran los espectros obtenidos tanto experimentalmente como 
los calculados numéricamente utilizando el modelo de la permitividad dieléctrica de 
la figura 5.3. 
 
Si observamos los espectros de transmisión de la figura 5.4 correspondientes a los 
resultados experimentales (espectros de color negro), podemos ver como para 
cualquier factor de compactación presentan picos muy atenuados. Si comparamos 
estos espectros con los calculados  numéricamente (espectros de color rojo), vemos 
que estos últimos picos son algo más profundos y estrechos. A  partir de los 
resultados se puede apreciar como el modelo no se llega a ajustar perfectamente a las 
medidas. 
 
 
 
 
Figura 5.4: Espectros de transmisión calculados y medidos experimentalmente para 
una red compuesta por esferas de teflón de diámetro Φ=12.7mm  para los  períodos 
de  red: a) Λ=12.7mm, b) Λ=13.5mm, c)  Λ=16.5mm y d) Λ=18mm. 
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5.3.2. Modelo de las esferas de borosilicato 
 
Para modelar el comportamiento dispersivo de las esferas de borosilicato con el 
paquete de simulación CST Microwave Studio (MWS), se introdujo una tangente de 
pérdidas  0054.0tan =δ a la frecuencia f=0 GHz. 
 
En la figura 5.5 se muestra la parte real e imaginaria de la permitividad dieléctrica en 
función de la frecuencia así como los polinomios que modelan este comportamiento 
a través de las siguientes expresiones: 
 
(5.5)    ffffε''(f)          
(5.4)                                fffε'(f)          
: donde 
 (f)''jεε'(f)ε(f)                                               
0052,00043,00002,0104103
856,40022,0102102
23648
2537
+×+×−××+××−=
+×+××+××=
−=
−−
−−
 
 
 
 
Figura 5.5: Modelo de la permitividad dieléctrica ε(f)= ε'(f)-jε''(f) de las esferas de 
borosilicato.  
 
 
La figura 5.6 muestra los espectros de transmisión experimentales y teóricos de una 
monocapa de esferas de borosilicato de 8mm de diámetro con geometría triangular 
para distintos factores de compactación. Los espectros teóricos han sido calculados 
utilizando el modelo de la permitividad dieléctrica mostrado en la figura 5.5. 
 
A partir de la figura 5.6 podemos observar que los espectros obtenidos 
experimentalmente y numéricamente presentan resultados muy similares, además de 
que los picos se encuentran en la misma posición y presentan la misma anchura 
espectral. Sin embargo, ambos resultados difieren en la profundidad de los picos, 
siendo éstos más profundos en los cálculos obtenidos con el simulador, figuras 
5.6(b), 5.6(c) y 5.6(d). 
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Figura 5.6: Espectros de transmisión calculados y medidos experimentalmente para 
una red compuesta por esferas de borosilicato de diámetro Φ=8mm para los  
períodos de red: a) Λ=9mm, b) Λ=12mm, c)  Λ=13.5mm y d) Λ=18mm. 
 
 
5.3.3. Modelo de las esferas de vidrio 
 
Para modelar el comportamiento dispersivo de las esferas de vidrio con el paquete de 
simulación CST Microwave Studio (MWS), se introdujo una tangente de pérdidas   
0075.0tan =δ a la frecuencia f=25 GHz. 
 
 En la figura 5.7 se muestra la parte real e imaginaria de la permitividad dieléctrica 
en función de la frecuencia así como los polinomios que modelan este 
comportamiento a través de las siguientes expresiones: 
 
(5.7)                       f.ffε''(f)               
(5.6)                          f.ffε'(f)               
: donde 
   (f)''εjε'(f)ε(f)                                                
0058,000600002,0102
0434,70022010510
236
2536
−×+×−××=
+×−××−×=
−=
−
−−
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Figura 5.7: Modelo de la permitividad dieléctrica ε(f)= ε'(f)-jε''(f)) de las esferas de 
vidrio. 
 
La figura 5.8 muestra los espectros de transmisión experimentales y calculados de 
una monocapa de esferas de vidrio de 8 mm de diámetro con geometría triangular 
para distintos factores de compactación. Los espectros calculados numéricamente 
utilizan el modelo de la permitividad dieléctrica de la figura 5.7. 
 
Si observamos los espectros de la figura 5.8, podemos apreciar una buena 
concordancia entre los resultados experimentales y numéricos, tanto para la red 
triangular compuesta por esferas compactas, figura 5.8(a), como para redes en las 
que las esferas se encuentran más diluidas, figuras 5.8(b), 5.8(c) y 5.8(d). Al igual 
que ha ocurrido para las esferas de borosilicato, la única diferencia apreciable es que 
los picos no presentan la misma profundidad.  
 
Por último, si comparamos los espectros de las tres redes vistas anteriormente 
compuestas por esferas de teflón (ε=2.2), borosilicato (ε=4.83) y vidrio (ε=7),  
podemos concluir que el modelo que menos se ajusta es el de las esferas de teflón. 
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Figura 5.8: Espectros de transmisión calculados y medidos experimentalmente para 
una red compuesta por esferas de vidrio de diámetro Φ=8mm para los períodos de 
red: a) Λ=9mm, b) Λ=12mm, c)  Λ=13.5mm y d) Λ=18mm. 
 
5.4. Efecto dispersivo en los espectros de transmisión de redes híbridas  
 
Tras modelar la permitividad dieléctricas de las esferas de teflón, borosilicato y 
vidrio, a lo largo de este apartado se van a presentar los espectros de transmisión 
medidos junto a los espectros calculados incluyendo el efecto dispersivo.  
 
5.4.1. Espectros de transmisión de redes híbridas compuestas por esferas de 
teflón de diámetro 12.7mm y esferas de vidrio de diámetro 8mm para Λ=21mm   
 
Para investigar el comportamiento espectral de una red compuesta por esferas de 
distinto índice de refracción, en primer lugar se analizará una monocapa compuesta 
por esferas de teflón de baja permitividad dieléctrica, ε=2.2. La figura 5.9(a) muestra 
el espectro de transmisión de una red con geometría triangular y Λ=21 mm 
compuesta solamente por esferas de teflón. En el espectro de transmisión 
experimental (espectro de color negro) podemos apreciar la ausencia de picos, no 
ocurre lo mismo en el espectro calculado incluyendo el efecto dispersivo de las 
esferas de teflón (espectro de color rojo), donde existen dos picos en torno a la 
frecuencia f=15 GHz. 
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Analizamos en segundo lugar el comportamiento espectral de la misma red pero 
compuesta por esferas de vidrio de permitividad dieléctrica ε=7, a partir de los 
espectros de la figura 5.9(b), podemos ver como los resultados numéricos y 
experimentales presentan dos picos próximos en frecuencia pero de distinta 
profundidad. Los resultados numéricos que mas difieren de los medidos 
experimentalmente los podemos encontrar para el caso de la red híbrida compuesta 
por esferas de teflón y de vidrio, figura 5.9(c), ambos espectros no presentan el 
mismo número de picos, además, difieren en profundidad y posición en frecuencia.  
 
Finalmente en la figura 5.9(d) se muestran en una misma gráfica los espectros 
correspondientes a cada una de las redes por separado y a la red híbrida compuesta 
por ambas. Si observamos este último espectro, los dos primeros picos 
correspondientes a las frecuencias f1= 13.14 GHz y f2=14.26 GHz, se encuentran 
próximos en frecuencia a los dos primeros picos de la red compuesta solamente por 
las esferas de vidrio aunque difieren en profundidad. 
 
 
 
 
Figura 5.9: Espectros de transmisión calculados y medidos experimentalmente (a) 
Red de esferas de teflón con Φ=12.7mm y  Λ=21mm. (b) Red de esferas de vidrio 
con Φ=8mm y Λ=21mm. (c) Red híbrida compuesta por las redes (a) y (b) (d) 
Espectros correspondientes a las medidas experimentalmente de las figuras (a), (b) y 
(c). 
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5.4.2. Espectros de transmisión de redes híbridas compuestas por esferas de 
borosilicato y esferas de vidrio de diámetro 8 mm 
 
Tras el estudio del comportamiento espectral de redes compuestas por esferas de 
permitividad ε=4.83 y ε=7 mediante cálculos numéricos, en este apartado se va a 
estudiar cuál es su comportamiento de manera experimental para el caso de esferas 
más compactas y para el caso de esferas más diluidas. 
 
5.4.2.1. Espectros de transmisión para Λ=16 mm 
  
Para estudiar el comportamiento electromagnético de una monocapa compuesta por 
esferas de distinto índice de refracción, en primer lugar se analiza individualmente  el 
espectro de transmisión de la red compuesta por esferas de borosilicato y la red de 
esferas de vidrio.  
 
La figura 5.10(a) muestra la comparativa de los espectros obtenidos 
experimentalmente y mediante simulación de una monocapa de esferas de 
borosilicato con ε=4.83 (n=2.19), en una red con geometría triangular y Λ=16mm.  
A partir de los resultados cabe destacar en ambos espectros la presencia de dos picos 
cuya posición en frecuencia no coincide, el espectro obtenido mediante cálculos 
numéricos está un poco desplazado hacia frecuencias mayores respecto a los 
resultados experimentales. En cambio, si observamos los espectros para el caso de 
las esferas de vidrio con ε=7 (n=2.65), figura 5.10(b), podemos ver una mayor 
concordancia entre ambos resultados.  
 
Si comparamos los espectros de las figuras 5.10(a) y 5.10(b), vemos que para un 
mismo factor de compactación, conforme aumenta la permitividad de las esferas, los 
espectros presentan más picos siendo también más profundos.   
 
Una vez analizado el comportamiento de las dos redes individualmente, la figura 
5.10(c) muestra la comparativa experimental y numérica de la red híbrida compuesta 
por la combinación de ambas redes. Vemos que ambos resultados difieren 
principalmente en la posición en frecuencia de las resonancias presentes en el 
espectro.  
 
Finalmente la figura 5.10(d), muestra los espectros obtenidos experimentalmente 
correspondientes a cada una de las dos redes por separado y a la red híbrida.  
Se puede destacar en la red híbrida la presencia de un primer pico en f1= 14.21 GHz 
y un tercer pico en f3=19.1 GHz, cuya posición en frecuencia coincide con el primer 
y tercer  pico de la red compuesta solamente por esferas de vidrio, el origen de estas 
resonancias se puede atribuir a las esferas de mayor índice.  
 
El segundo pico de la red híbrida situado a la frecuencia f2=16.55 GHz, se encuentra 
entre el segundo pico de la red de esferas de borosilicato y la red de esferas de vidrio, 
entre las frecuencias f2=16.19 GHz y f2=16.91 GHz, por lo tanto, el origen de esta 
resonancia podría atribuirse a ambas esferas. 
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Figura 5.10: Espectros de transmisión calculados y medidos experimentalmente 
para distintas redes triangulares. (a) Red de esferas de borosilicato de diámetro 
Φ=8mm y  Λ=16mm. (b) Red de esferas de vidrio de diámetro Φ=8mm y  Λ=16mm. 
(c) Red híbrida compuesta por las redes (a) y (b). (d) Espectros correspondientes a 
las medidas experimentalmente de las figuras (a), (b) y (c).  
 
 
5.4.2.2. Espectros de transmisión para Λ=20 mm 
  
En este apartado se van a estudiar los espectros de transmisión de las redes 
presentadas en el apartado anterior para el caso en el que las esferas se encuentran 
más diluidas.  
 
La figura 5.11(a)  muestra los espectros calculados y medidos de una monocapa de 
esferas de borosilicato con ε=4.83 (n=2.19), para una red con geometría triangular y 
Λ=20 mm. Ambos espectros presentan un primer pico próximo en frecuencia pero 
con distinta profundidad. 
 Si observamos los espectros para el caso en el que la red está compuesta por esferas 
de vidrio, figura 5.11(b), debemos destacar el desplazamiento en frecuencia del 
espectro calculado hacia valores mayores  respecto del espectro experimental.  
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A partir de los resultados previos, podemos decir que existen ciertas discrepancias 
entre los resultados numéricos y experimentales para las redes individuales, además, 
encontramos diferencias mas claras entre los espectros de la red híbrida, figura 
5.11(c).  
 
Como el objetivo principal es estudiar el comportamiento espectral de una red 
compuesta por esferas de distinto índice, en la figura 5.11(d) se muestra en una 
misma gráfica los espectros de transmisión de cada red por separado y de la red 
híbrida compuesta por ambas.  
 
Si analizamos el espectro correspondiente a la red de esferas de borosilicato y vidrio, 
color rojo, vemos un primer pico que coincide en frecuencia con el primer pico de la 
red compuesta solamente por esferas de vidrio, aunque es significativa la diferencia 
encontrada en la profundidad del los pico.  
Se podría pensar que estos picos tienen su origen en las esferas de mayor índice de 
refracción.  
 
 
Figura 5.11: Espectros de transmisión calculados y medidos experimentalmente 
para distintas redes triangulares. (a) Red de esferas de borosilicato de diámetro 
Φ=8mm y  Λ=20mm. (b) Red de esferas de vidrio de diámetro Φ=8mm y Λ=20mm. 
(c) Red híbrida compuesta por las redes (a) y (b). (d) Espectros correspondientes a 
las medidas experimentalmente de las figuras (a), (b) y (c).  
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5.5. Aproximación del cálculo numérico a los resultados experimentales 
 
Ante las discrepancias encontradas en los espectros de transmisión entre los cálculos 
numéricos y experimentales, se decidió continuar la investigación incluyendo en las 
simulaciones efectos despreciados hasta el momento, como son el efecto de la no 
homogeneidad de las esferas y el efecto de estructura finita. 
  
5.5.1. Efecto de la no homogeneidad de las esferas 
 
Una de las posibles causas de las diferencias encontradas entre los espectros de 
transmisión obtenidos experimentalmente y los cálculos numéricos es la no 
homogeneidad de las esferas.  
 
Para ver el posible efecto se han tomado 30 esferas de cada material y se ha medido 
su diámetro, después se ha calculado su media y desviación típica. Los resultados se 
muestran en las siguientes tablas. 
 
Diámetro (mm) Vidrio Borosilicato Teflón 
Media 7.996 7.999 12.699 
Desviación típica 0.0973 0.0025 0.0142 
 
Tabla 5.2: Media y desviación típica del diámetro de las esferas de vidrio, 
borosilicato y teflón 
 
A partir de estos resultados se puede apreciar como las esferas de vidrio son las que 
presentan una mayor desviación respecto de la media que las otras esferas. 
 
Así que teniendo en cuenta que en el cálculo numérico se han considerado esferas de 
vidrio de 8 mm de diámetro, la no homogeneidad de las mismas puede ser uno de los 
factores por los que los cálculos numéricos no coinciden con los experimentales. 
Además, debemos de tener en cuenta los posibles errores cometidos en la precisión 
de las esferas dentro de la red. 
 
 
5.5.2. Efecto de estructura finita 
 
Otra de las causas por las que los espectros de transmisión obtenidos 
experimentalmente presentan ciertas discrepancias con los calculados 
numéricamente, es el efecto que produce considerar muestras de estructura infinita 
en  el simulador. 
 
Los cálculos presentados a lo largo de este capítulo se han realizado considerando 
que las muestras presentan una estructura infinita, teniendo en cuenta que en la 
realidad las redes son estructuras finitas, a continuación se ha realizado una 
comparativa entre ambas para aproximar los resultados numéricos a los 
experimentales. 
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Para dicho estudio se han seleccionado dos de las redes vistas en el apartado 5.4.2.1 
y se han calculado los espectros de transmisión considerando redes de estructura 
finita. La primera de ellas es una red triangular compuesta por esferas de borosilicato 
donde  Φ1=8mm y Λ1=16mm, figura 5.12(a), y la otra red triangular está compuesta 
por esferas de vidrio con Φ2=8mm y Λ2=16mm, figura 5.12(b).  Además, en la figura 
también se muestran los correspondientes espectros para el caso de redes de 
estructura infinita compuestas por esferas de borosilicato y vidrio, figuras 5.12 (c) y 
5.12 (d), respectivamente. 
  
Si comparamos los resultados de las figuras (a) y (b) con los de las figuras (c) y (d), 
vemos que una de las consecuencias mas claras del efecto de estructura finita de las 
muestras la encontramos en picos menos intensos, presentando atenuaciones 
inferiores a las que se habían predicho en un primer estudio. 
 
 
Figura 5.12: Espectros experimentales y numéricos para una red triangular con 
esferas de diámetro Φ=8mm y Λ=16mm. (a) Red de estructura finita con esferas de 
borosilicato. (b) Red de estructura finita con esferas de vidrio (c) Red de estructura 
infinita con esferas de borosilicato (d) Red de estructura infinita con esferas de 
vidrio. 
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5.6. Conclusiones 
 
A lo largo de este capítulo se han estudiado experimentalmente los espectros de 
transmisión de redes compuestas por esferas de distinto índice de refracción, además, 
se ha analizado la respuesta espectral para diferentes niveles de compactación.  
 
Para la correcta interpretación de los resultados experimentales y numéricos, se han 
tenido en cuenta en los cálculos el efecto dispersivo de los materiales, la no 
homogeneidad de las esferas y el efecto de estructura finita. 
 
Para ello se fabricaron las siguientes muestras: 
 
 Red híbrida compuesta por una monocapa de esferas de teflón de diámetro 
12.7 mm con geometría triangular y Λ=21 mm y por una monocapa de 
esferas de vidrio de diámetro 8mm con geometría triangular y Λ=21 mm. 
 
 Red híbrida compuesta por una monocapa de esferas de borosilicato de 
diámetro 8 mm con geometría triangular y Λ=16 mm y por una monocapa de 
esferas de vidrio de diámetro 8 mm con geometría triangular y Λ=16 mm. 
 
 Red híbrida compuesta por una monocapa de esferas de borosilicato de 
diámetro 8 mm con geometría triangular y Λ=20 mm y por una monocapa de 
esferas de vidrio de diámetro 8mm con geometría triangular y Λ=20 mm. 
 
Tras el estudio realizado a lo largo de este capítulo, se extraen las siguientes 
conclusiones: 
 
Cuando la red híbrida está compuesta por esferas de baja permitividad dieléctrica, 
ε=2.2, y alta permitividad dieléctrica, ε=7, para el caso de máxima compactación de 
las esferas, Λ=21 mm, el espectro de transmisión presenta dos picos cuya posición en 
frecuencia coincide con los existentes en el espectro de las esferas de alto índice. 
Como era de esperar, las esferas de baja permitividad no tienen gran influencia en el 
espectro de la red híbrida, salvo en la profundidad de los picos.  
 
Cuando la red híbrida está compuesta por esferas de permitividad dieléctrica ε=4.83, 
y esferas de ε=7, para el caso de máxima compactación de las esferas, Λ=16mm, en 
el espectro de transmisión de la red híbrida  existen dos picos que coinciden en 
frecuencia con dos picos del espectro de la red de esferas de mayor índice, hecho que 
nos permite atribuir el origen de estos picos a estas esferas.  
Entre ambas resonancias existe un tercer pico cuya posición en frecuencia está muy 
próxima a dos de los picos originados por las redes de esferas de borosilicato y vidrio 
individualmente, por lo que esta resonancia podría estar originada por la interacción 
entre ambas esferas. 
 
Si descompactamos las esferas, para  el caso en el que Λ=20 mm, el espectro de 
transmisión presenta dos picos que coinciden en frecuencia pero no en profundidad, 
con dos picos existentes en el espectro de las esferas de mayor índice. Podemos decir 
que al descompactar las esferas, las resonancias presentes en el espectro de la red 
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híbrida  son originadas por las esferas de mayor índice,  la contribución de las esferas 
de borosilicato es menor como consecuencia del aumento de la separación entre 
ellas.  
 
El efecto de la dispersión del material dieléctrico ha sido modelado introduciendo 
una  permitividad dieléctrica dependiente de la frecuencia y considerando además 
una parte compleja, como consecuencia en los cálculos numéricos los espectros 
presentan picos menos profundos y desplazados en frecuencia. Se han obtenido así 
mejoras entre la correspondencia de los resultados numéricos y experimentales.  
 
Otro efecto que se ha estudiado con el fin de disminuir las diferencias encontradas 
entre los cálculos numéricos y experimentales es la no homogeneidad de las esferas, 
se calculó la media y desviación del diámetro de las esferas de teflón, borosilicato y 
vidrio, siendo las esferas de vidrio las menos uniformes.  
 
Finalmente se estudió el efecto de estructura finita en los cálculos numéricos en dos 
de los espectros ya vistos anteriormente, se obtuvieron mejoras en su 
correspondencia con los resultados experimentales. 
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Apéndice A 
 
Distribución del campo eléctrico de los 
modos Mie para una esfera aislada de 8mm 
de diámetro y permitividad dieléctrica ε=3, 
5 y 7  
 
 
A.1. Esfera de permitividad dieléctrica ε=3 
 
En la figura A.1 se muestra la distribución del campo eléctrico para los modos Mie 
situados entre 0 y 30 GHz para una esfera aislada de diámetro Ф=8 mm y 
permitividad dieléctrica ε=3. Las figuras a) y b) muestran los modos TE11 y TE21, 
junto a los modos Mie se indica también su posición en frecuencia.  
 
 
 
Figura A.1: Distribución del campo eléctrico de una esfera aislada de diámetro 
Ф=8mm y permitividad dieléctrica ε=3 para los modos: (a) Mie TE11, (b)  TE21. 
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A.2. Esfera de permitividad dieléctrica ε=5 
 
En la figura A.2 se muestra la distribución del campo eléctrico para los modos Mie 
situados entre 0 y 30 GHz para una esfera aislada de diámetro Ф=8 mm y 
permitividad dieléctrica ε=5. Las figuras a), b) y c) muestran los modos TE11, TE21 y 
TE31 respectivamente y las figuras d) y e) y muestran los modos TM11 y TM21 
respectivamente, junto a los modos Mie se indica también su posición en frecuencia.  
 
 
 
 
Figura A.2: Distribución del campo eléctrico de una esfera aislada de diámetro 
Ф=8mm y permitividad dieléctrica ε=5 para los modos: (a) Mie TE11, (b)  TE21, (c) 
TE31, (d) TM11, (e) TM21. 
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A.3. Esfera de permitividad dieléctrica ε=7 
 
En la figura A.3 se muestra la distribución del campo eléctrico para los modos Mie 
situados entre 0 y 30 GHz para una esfera aislada de diámetro Ф=8 mm y 
permitividad dieléctrica ε=7. Las figuras a), b) y c) muestran los modos TE11, TE21 y 
TE31 respectivamente y las figuras d), e) y f) muestran los modos TM11, TM21 y 
TM31 respectivamente, junto a los modos Mie se indica también su posición en 
frecuencia.  
 
 
 
 
Figura A.3: Distribución del campo eléctrico de una esfera aislada de diámetro 
Ф=8mm y permitividad dieléctrica ε=7 para los modos: (a) Mie TE11, (b)  TE21, (c) 
TE31, (d) TM11, (e) TM21, (f) TM31. 
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Apéndice B 
 
Funciones de Bessel 
 
Si tomamos la ecuación dada por: 
 
( ) ,0)1(222 =+−+




 Rnnrk
dr
dR
r
dr
d
                                   (B.1) 
 
se verifica que las funciones esféricas de Bessel son las soluciones de la ecuación 
diferencial de Bessel en coordenadas esféricas.  
 
Dicha ecuación satisface la ecuación diferencial deBessel. Así, las funciones de 
Bessel de primera especie y orden n son las soluciones de la ecuación diferencial de 
Bessel que son finitas en el origen (x=0) para n enteros no negativos y divergen en el 
límite de x tendiendo a 0 para n negativo no entero. Las funciones esféricas de Bessel 
de primera especie en términos de x = kr son: 
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donde Jv(x) es una función de Bessel de primera especie con orden semientero          
2
1
+= nv .Los primeros órdenes de las funciones de Bessel esféricas de 1ª especie 
pueden verse en la Figura E.1(a) y presentan las siguientes expresiones: 
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Las funciones de Bessel esféricas de 2a especie son: 
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donde Yv(x) es una función de Bessel de segunda especie con orden semientero 
2
1
+= nv . Las funciones de Bessel de segunda especie, denotadas por Yn(x), son 
soluciones de la ecuación diferencial de Bessel. Estas funciones divergen en el origen 
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(x=0). Los primeros órdenes de las funciones esféricas de Bessel de 2ª especie 
pueden verse en la Figura B.1(b) y presentan las siguientes expresiones: 
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                                     (a)               (b) 
 
Figura B.1: (a) Funciones Esféricas de Bessel de 1a especie, jn(x). (b) Funciones 
Esféricas de Bessel de 2a especie, yn(x). 
 
Cualquier combinación lineal de jn y yn es también solución de la ecuación (B.1). De 
esta forma podemos tomar como soluciones fundamentales de (B.1) cualquier doble 
combinación lineal independiente de ellas. Tales combinaciones lineales de las 
funciones esféricas de Bessel reciben el nombre de Funciones de Hankel o Funciones 
de Bessel de Tercera Especie. Las funciones de Hankel son expresadas como: 
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+=
 
 
Las funciones esféricas de Hankel de primera y segunda especie son usadas para 
representar las soluciones de ondas entrantes y salientes de una ecuación de ondas en 
simetrías esférica, respectivamente (o viceversa dependiendo de la convección de 
signo de la frecuencia). 
 
Las funciones esféricas de Bessel satisfacen además las relaciones de recurrencia 
dadas por: 
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donde fn(z) es cualquiera de las funciones de Bessel esféricas jn e yn. 
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